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Internationale Presse (seit August 2013)

SCIENCE NEWS

HOME / SCIENCE NEWS / RESEARCHERS SAY THEY USED MACBOOK TO PROVE GOEDEL'S GOD THEOREM
Researchers say they used MacBook to prove
Goedel's God theorem

Oct. 23,2013 | 8:14PM | 1 comments

C. Benzmiiller, 2014




Internationale Presse (seit August 2013)

SCIENCE NEWS

HOME / SCIENCE NEWS / RESEARCHERS SAY THEY USED MACBOOK TO PROVE GOEDEL'S GOD THEOREM
Researchers say they used MacBook to prove
Goedel's God theorem

Oct. 23,2013 | 8:14PM | 1 comments

Stehen wir in Kontakt mit Steve Jobs? Nein
Brauch man wirklich ein MacBook? Nein
Hat Apple uns Geld geschickt? Nein
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Leibniz’ Vision — Calculemus!
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Leibniz (1646-1716) Rechenmaschine Streitende Philosophen

Leibniz war (u.a.) auf der Suche nach einer lingua characteristica (Sprache in
der das gesamte Wissen formal ausgedriickt werden konnte) und einem
calculus ratiocinator (Kalkil zum allgemeinen Schlie3en).

Vision: Zwei streitende/argumentierende Philosophen sollten Streitfragen
durch einfaches Rechnen (Calculemus!) klaren kénnen. Dazu missten sie
sich lediglich auf eine Formalisierung des Problems in der lingua
characteristica einigen und dann den calculus ratiocinator anwenden.
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Ontologischer Gottesbeweis

l, P B b Dt

Anselm von Canterbury (1033 — 1109)

Gottist ...
das, woriiber hinaus nichts GroBeres gedacht werden kann.
(id, quo nihil maius cogitari potest) (Proslogion, 1077/78)

Es folgt: Gott existiert!?
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Die Voraussetzungen fehlten noch bei Leibniz

» Universelle Logiksprache

» Geeigneter Formaler Kalkl

» Geeignete Rechenmaschinen (Computer)
» Implementierung (Theorembeweiser)
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F(o,r,m,a,l,e) L(0,0,i,k)
Eine sehr kurze und unvollstandige
Einflihrung
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Entwicklung der modernen Logik seit Ende des 19. Jahrhunderts
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» Begriffsschrift — Eine der arithmetischen nachgebildete
Formelsprache des reinen Denkens (1879)

» Pradikatenlogik (héherer Stufe) als formale Sprache
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Beispiel-Formalisierung in Logik erster Stufe

Natiirliche Sprache Formale Logik
Max ist ein kleiner Junge.

Er ist ein Kind von Christoph.
Alle Jungen mégen Fussball.
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Beispiel-Formalisierung in Logik erster Stufe

Natiirliche Sprache
Max ist ein kleiner Junge.

Er ist ein Kind von Christoph.
Alle Jungen mégen Fussball.
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Formale Logik

istKlein(max) A istJunge(max)
istKindVon(max, christoph)
VX. istJunge(X) D liebtFussball(X)

is auf dem Comp



Beispiel-Formalisierung in Logik erster Stufe

Natiirliche Sprache

Max ist ein kleiner Junge.

Er ist ein Kind von Christoph.
Alle Jungen mégen Fussball.

Frage: Liebt Max Fussball?

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's

Formale Logik

istKlein(max) A istJunge(max)
istKindVon(max, christoph)

VX. istJunge(X) D liebtFussball(X)

Theorem: liebtFussball(max)

is auf dem Comp



Beispiel-Formalisierung in Logik erster Stufe

Natirliche Sprache Formale Logik
Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(max)
Er ist ein Kind von Christoph. istKindVon(majx, christoph)

Alle Jungen mégen Fussball. V X. istJunge(X)) D liebtFussball(X)

Frage: Liebt Max Fussball? AtebtFlissball(max)

Logische Konnektive (weitere Konnektive: —, v, =, 1, =)
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Beispiel-Formalisierung in Logik erster Stufe

Natiirliche Sprache Formale Logik
Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(imax)
Er ist ein Kind von Christoph. istKindVon(max, christoph)

Alle Jungen mégen Fussball. V X. istJunge(X) D liebdFusspall(X)

Frage: Liebt Max Fussball?

Logische Konnektive
Individuensymbole
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Beispiel-Formalisierung in Logik erster Stufe

Natiirliche Sprache Formale Logik

Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(max)

Er ist ein Kind von Christoph. istKindVon(max, christoph)

Alle Jungen mégen Fussball. VX|istunge(X) D lieftFussball(X)

Frage: Liebt Max Fussball?

Logische Konnektive
Individuensymbole
Préadikaten- und Relationensymbole
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Formaler Kalkiil (System abstrakter Regeln)

AANO AAO A O istKlein(max) A istJunge(imax)

A O AADO istJunge(max)

vX.O VX. istJunge(X) D liebtFussball(X)
[t = X]o o istJunge(max) O liebtFussball(max)
A ADO istJunge(max) istJunge(max) O liebtFussball(max)

O o liebtFussball(max)

Kalkul des Natirlichen Schliessens — Gerhard Gentzen (1909-1945)
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Formaler Beweis: Verkettung Instantiierter Kalkilregeln

Natiirliche Sprache

Max ist ein kleiner Junge.

Er ist ein Kind von Christoph.
Alle Jungen mégen Fussball.

Frage: Liebt Max Fussball?

Formaler Beweis

istKlein(max) A istJunge(max)

Formale Logik

istKlein(max) A istJunge(max)
istKindVon(max, christoph)

VX. istJunge(X) D liebtFussball(X)

Theorem: liebtFussball(max)
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Formaler Beweis: Verkettung Instantiierter Kalkilregeln

Natiirliche Sprache

Max ist ein kleiner Junge.

Er ist ein Kind von Christoph.
Alle Jungen mégen Fussball.

Frage: Liebt Max Fussball?

Formaler Beweis

istKlein(max) A istJunge(max)

istJunge(max)

Formale Logik

istKlein(max) A istJunge(max)
istKindVon(max, christoph)

VX. istJunge(X) D liebtFussball(X)

Theorem: liebtFussball(max)
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Formaler Beweis: Verkettung Instantiierter Kalkilregeln

Natiirliche Sprache Formale Logik

Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(max)
Er ist ein Kind von Christoph.  istKindVon(max, christoph)
Alle Jungen mégen Fussball.  VX.istJunge(X) D liebt Fussball(X)

Frage: Liebt Max Fussball? Theorem: liebtFussball(max)

Formaler Beweis

istKlein(max) A istJunge(max) V' X.istJunge(X) O liebtFussball(X)

istJunge(max)
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Formaler Beweis: Verkettung Instantiierter Kalkilregeln

Natiirliche Sprache Formale Logik

Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(max)
Er ist ein Kind von Christoph.  istKindVon(max, christoph)
Alle Jungen mégen Fussball.  VX.istJunge(X) D liebt Fussball(X)

Frage: Liebt Max Fussball? Theorem: liebtFussball(max)

Formaler Beweis

istKlein(max) A istjunge(max) ¥V X.istJunge(X) D liebtFussball(X)

istJunge(max) istJunge(max) D liebt Fussball(max)
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Formaler Beweis: Verkettung Instantiierter Kalkilregeln

Natiirliche Sprache Formale Logik

Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(max)
Er ist ein Kind von Christoph.  istKindVon(max, christoph)
Alle Jungen mégen Fussball.  VX.istJunge(X) D liebt Fussball(X)

Frage: Liebt Max Fussball? Theorem: liebtFussball(max)

Formaler Beweis

istfunge(max) A istjunge(max) ¥ X.istJunge(X) D liebtFussball(X)

istJunge(max) istJunge(max) O liebtFussball(max)

liebtFussball(max)
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Verschiedene Logiken
regnet A kalt

v

Aussageniogik A (regnet A kalt D glatteStrasse)

D glatteStrasse

istjunge(max)
A VX.istJunge(X) D liebtFussball(X)
D liebtFussball(max)

v

Logik erster Stufe

v

Logik héherer Stufe istGott(X) = VY .positiv(p) D Pp(X)

AX.istGott(X)
Modallogik OdX.istGott(X)
O AX.istGott(X)

v
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Verschiedene Logiken
regnet A kalt

v

Aussagenlogik A (regnet A kalt O glatteStrasse)

D glgtteStrasse

v

Logik erster Stufe

v

Logik héherer Stufe istGott(X) = VY .positiv(p) D P(X)

AX.istGott(X)
Modallogik OdX.istGott(X)
O AX.istGott(X)

v

Elementare Aussagen (Wahr oder Falsch)
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Verschiedene Logiken
regnet A kalt

v

Aussageniogik A (regnet A kalt D glatteStrasse)

D glatteStrasse

Logik erster Stufe istfunge(max)

> i r Stu

g A VX Jistlungde(X) S liebtFussball(X)

D lieptFussball(max)

» Logik hdéherer Stufe istGopt(X) = V.positiv(p) D P(X)
AX.istGott(X)

» Modallogik OdX.istGott(X)
O AX.istGott(X)

Pradikat Individuum Allaussage (Individuen)
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Verschiedene Logiken
regnet A kalt

v

A logik
ussageniog! A (regnet A kalt D glatteStrasse)

D glatteStrasse

istjunge(max)
A VX.istJunge(X) D liebtFussball(X)
D liebtFussball(max)

v

Logik erster Stufe

> Logik héherer Stufe istGatH(X) = Yop.positiv(p) D G(X)
X.istGott(X)
» Modallogik O8I X.istGott(X)

OAX.istGott(X)

Pradikat Individuum Allaussage (Individuen)
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Verschiedene Logiken
regnet A kalt

v

A logik
ussageniog! A (regnet A kalt D glatteStrasse)

D glatteStrasse

istjunge(max)
A VX.istJunge(X) D liebtFussball(X)
D liebtFussball(max)

v

Logik erster Stufe

v

Logik hdherer Stufe istGott(X) = Yo.positiv(p) D ¢(X)
!

v

Modallogik

OdX. zstGott(X)

Funktionen/Pradikate: in Allaussage, als Argument
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Verschiedene Logiken

» Aussagenlogik

» Logik erster Stufe

» Logik hdéherer Stufe

regnet A kalt
A (regnet A kalt D glatteStrasse)
D glatteStrasse

istjunge(max)
A VX.istJunge(X) D liebtFussball(X)

D liebtFussball(max)

istGott(X) = Y ¢.positiv(p) D P(X)

» Modallogik

C. Benzmliller, 2014

AX.istGott(X)
0dX.istGott(X)

xﬂx.istGott(X)
Méglicherweise gilt . ..

Kurt Godel's is auf dem C 12




Verschiedene Logiken

» Aussagenlogik

» Logik erster Stufe

» Logik hdéherer Stufe

regnet A kalt
A (regnet A kalt D glatteStrasse)
D glatteStrasse

istjunge(max)
A VX.istJunge(X) D liebtFussball(X)

D liebtFussball(max)

istGott(X) = Y ¢.positiv(p) D P(X)

» Modallogik
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AX.istGott(X)
0dX.istGott(X)
O AX.istGott(X)

Notwendigerweise gilt . ..

Kurt Godel's is auf dem C 12



Theorembeweiser

CrLrenare
Dumvms e
T'gyemem
Proyies

Bild: J6rg Siekmann
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Demo: Theorembeweiser
Natiirliche Sprache Formale Logik
Max ist ein kleiner Junge. istKlein(max) A istJunge(max)

Er ist ein Kind von Christoph.  istKindVon(max, christoph)
Alle Jungen mégen Fussball.  VX.istJunge(X) D liebtFussball(X)

Frage: Liebt Max Fussball? Theorem: liebtFussball(max)

Eingabe an Theorembeweiser (http://www.tptp.org)

fof(al,axiom, istKlein(max) & istJunge(max) ).
fof(a2,axiom, ( istKindVon(max,christoph) )).

fof(a3,axiom, ( ![X]:(istJunge(X) => liebtFussball(X)) )).

fof(c,conjecture, ( liebtFussball (max) )).

C. Benzmiiller, 2014


http://www.tptp.org

“God is dead.”

- Nietzsche, 1883

“Nietzsche is dead.”

- God, 1900

Godel’s Gottesbeweis
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Ontologischer Gottesbeweis

Historische Entwicklung (pros und cons)
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Ontologischer Gottesbeweis

Historische Entwicklung (pros und cons)
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Anselm’s Definition von Gott:
“Gott ist das, worlber hinaus nichts Gré3eres gedacht werden kann. ”

Gdédel’s Definition von Gott:
“Ein Gott-artiges Wesen besitzt alle positiven’ Eigenschaften.”

G(x) = Yo.P(¢) D (x)

Zu zeigen durch logisches SchlieBen:
“(Notwendigerweise) existiert Gott.”
Odx.G(x)
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Ontologischer Gottesbeweis: Unterschiedliche Interessen

» Philosophie: Grenzen der Metaphysik & Epistemologie

» Wir definieren ein metaphysischen Begriff (Gott),
» aber wir wollen eine Aussage treffen flr die reale Welt.

» Theologie: Gutes Argument sollte Atheisten lberzeugen.

» Unsere: Kbnnen Computer (Beweiser) verwendet werden

» ...zur Formalisierung der Definitionen, Axiome, Theoreme?
» ...zur schrittweisen Verifikation der Argumente?
» ...zur Automatisierung von (Unter-)Argumenten?

in Richtung: “Computer-unterstitzte Theoretische Philosophie”

(cf. Leibniz dictum — Calculemus!)
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Kurt Gédel (1906-1978)

geboren 28.4.1906 in Brinn (Tschechien)
kranklich, schméchtig, introvertiert

Studium ab 1924 in Wien, Wiener Kreis
1933/34 erste Reisen nach Princeton, USA
1938 heiratet Adele Porkert (Kabaretténzerin)
1940 Flucht nach USA (iber Russland/Japan)
Professor in Princeton

vy Yy Y VY VY VvVYY

v

Enger Freund von Einstein

» 1929/30 Dissertation: Uber die Vollstandigkeit des Logikkalkiils

» 1930: Vortrag in Kdnigsberg: Unvollstédndigkeitssatze
“Die Logik wird nie mehr dieselbe sein.” (John von Neumann)

» Viele interessante Arbeiten — aber: “I do not fit in this century!”
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Godel’s Manuscript: 1930’s, 1941, 1946-1955, 1970
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Scott’s Version von Godel’s Gottesbeweis

Axiom A1
Axiom A2

Theorem T1

Definition D1

Axiom A3
Korollar C

Axiom A4

Definition D2

Theorem T2
Definition D3

Axiom A5
Theorem T3

C. Benzmliller, 2014

Entweder eine Eigenschaft oder ihre Negation ist positiv: YP[P(=¢) = —P(P)]
Eine Eigenschaft, die notwendigerweise durch eine positive Eigenschaft

impliziert wird, ist positiv: YOVY[(P(P) A OVx[p(x) D P(x)]) D P(Y)]
Positive Eigenschaften kommen mdéglicherweise einer existenten Entitat zu:
VOIP($) 2 0Fxp(x)]

Eine gottdhnliche Entitét besitzt alle positiven Eigenschaften:
G(x) = Vo[P(¢) D Pp(x)]

Die Eigenschaft, gottahnlich zu sein, ist positiv: P(G)
Maoglicherweise existiert Gott OAxG(x)
Positive Eigenschaften sind notwendigerweise positiv: Yo[P(¢p) > OP(¢)]

Eine Eigenschaft ist Essenz einer Entitét, falls sie der Entitdt zukommt und
notwendigerweise alle Eigenschaften der Entitét impliziert:

¢ ess. x = Pp(x) A VP((x) > OVY(PY) 2 Y1)

Gottahnlichkeit ist Essenz jeder gottahnlichen Entitat: Vx[G(x) D G ess. x]

Eine Entitat existiert notwendigerweise, wenn all ihre Essenzen
notwendigerweise in einer existenten Entitat realisiert sind:

NE(x) = Vo[ ess. x > 0Ayp(y)]
Notwendigerweise zu existieren ist eine positive Eigenschaft: P(NE)

Gott existiert notwendigerweise: OdxG(x)

Kurt Godel's is auf dem Comp
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Scott’s Version von Godel’s Gottesbeweis

Axiom A1
Axiom A2

Theorem T1

Definition D1

Axiom A3
Korollar C

Axiom A4

Definition D2

Theorem T2
Definition D3

Axiom A5
Theorem T3
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Entweder eine Eigenschaft oder ihre Negation ist positiv: YP[P(=¢) = —P(P)]
Eine Eigenschaft, die notwendigerweise durch eine positive Eigenschaft

impliziert wird, ist positiv: YOVY[(P(P) A OVx[p(x) D P(x)]) D P()]
Positive Eigenschaften kommen mdéglicherweise einer existenten Entitat zu:
VOIP($) 2 0Txp(x)]

Eine gottdhnliche Entitét besitzt alle positiven Eigenschaften:
G(x) = Vo[P(¢) D Pp(x)]

Die Eigenschaft, gottahnlich zu sein, ist positiv: P(G)
Maoglicherweise existiert Gott OAxG(x)
Positive Eigenschaften sind notwendigerweise positiv: Yo[P(¢p) > OP(¢)]

Eine Eigenschaft ist Essenz einer Entitét, falls sie der Entitdt zukommt und
notwendigerweise alle Eigenschaften der Entitét impliziert:

¢ ess. x = Pp(x) A VP((x) > OVY(PY) 2 Y(y))

Gottahnlichkeit ist Essenz jeder gottahnlichen Entitat: Vx[G(x) D G ess. x]

Eine Entitat existiert notwendigerweise, wenn all ihre Essenzen
notwendigerweise in einer existenten Entitat realisiert sind:

NE(x) = Vo[ ess. x D 0Ayp(y)]
Notwendigerweise zu existieren ist eine positive Eigenschaft: P(NE)

Gott existiert notwendigerweise: OdxG(x)

Kurt Godel's is auf dem Comp
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Scott’s Version von Godel’s Gottesbeweis

Axiom A1
Axiom A2

Theorem T1

Definition D1

Axiom A3
Korollar C

Axiom A4

Definition D2

Theorem T2
Definition D3

Axiom A5
Theorem T3

C. Benzmliller, 2014

Entweder eine Eigenschaft oder ihre Negation ist positiv: VoO[P(—¢) = =P(¢)]

Eine Eigenschaft, die notwendigerweise durch eine positive Eigenschaft

impliziert wird, ist positiv: YOV[(P(p) A OVx[p(x) D P(x)]) D P(i)]

Positive Eigenschaften kommen mdéglicherweise einer existenten Entitat zu:
VO[P($) 2 0Txp(x)]

Eine gottdhnliche Entitét besitzt alle positiven Eigenschaften:
G(x) = Yo[P(¢) D p(x)]

Die Eigenschaft, gottahnlich zu sein, ist positiv: P(G)
Maoglicherweise existiert Gott OAxG(x)
Positive Eigenschaften sind notwendigerweise positiv: Yo[P(¢p) > OP(¢)]

Eine Eigenschaft ist Essenz einer Entitét, falls sie der Entitdt zukommt und
notwendigerweise alle Eigenschaften der Entitét impliziert:

P ess.x = p(x) A VY(P(x) D OYY(PY) 2 )
Gottahnlichkeit ist Essenz jeder gottahnlichen Entitat: Vx[G(x) D G ess. x]

Eine Entitat existiert notwendigerweise, wenn all ihre Essenzen
notwendigerweise in einer existenten Entitat realisiert sind:
NE(x) = Vo[ ess. x > 0Ayp(y)]

Notwendigerweise zu existieren ist eine positive Eigenschaft: P(NE)

Gott existiert notwendigerweise: OdxG(x)
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Scott’s Version von Godel’s Gottesbeweis

Axiom A1
Axiom A2

Theorem T1

Definition D1

Axiom A3
Korollar C

Axiom A4

Definition D2

Theorem T2
Definition D3

Axiom A5
Theorem T3

C. Benzmliller, 2014

Entweder eine Eigenschaft oder ihre Negation ist positiv: YP[P(=¢) = —P(P)]
Eine Eigenschaft, die notwendigerweise durch eine positive Eigenschaft

impliziert wird, ist positiv: YOVY[(P(P) A OVx[p(x) D P(x)]) D P(Y)]
Positive Eigenschaften kommen mdéglicherweise einer existenten Entitat zu:
VOIP($) 2 0Fxp(x)]

Eine gottdhnliche Entitét besitzt alle positiven Eigenschaften:
G(x) = Vo[P(¢) D Pp(x)]

Die Eigenschaft, gottahnlich zu sein, ist positiv: P(G)
Maoglicherweise existiert Gott OAxG(x)
Positive Eigenschaften sind notwendigerweise positiv: Yo[P(¢p) > OP(¢)]

Eine Eigenschaft ist Essenz einer Entitat, falls sie der Entitat zukommt und
notwendigerweise alle Eigenschaften der Entitét impliziert:

¢ ess. x = p(x) AVYP(P(x) D OVY(PY) 2 ()
Gottahnlichkeit ist Essenz jeder gottahnlichen Entitat: Vx[G(x) D G ess. x]

Eine Entitat existiert notwendigerweise, wenn all ihre Essenzen
notwendigerweise in einer existenten Entitat realisiert sind:

NE(x) = Vo[ ess. x > 0Ayp(y)]
Notwendigerweise zu existieren ist eine positive Eigenschaft: P(NE)

Gott existiert notwendigerweise: OdxG(x)

Kurt Godel's is auf dem Comp
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Godel’s Gottesbeweis auf dem Computer
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Beitrag

Pionierarbeit zur Mechanisierung/Automatisierung

eines modernen ontologischen Gottesbeweises
von hoherstufiger Modallogik

C. Benzmiiller, 2014



Beitrag

Herausforderung: Keine Beweiser fir h6herstufige Modallogik (QML)

Unsere Lésung: Einbettung in klassischer Logik héherer Stufe (HOL)

Was genau haben wir gemacht:

A: Papier und Bleistift: detaillierte Beweisskizze

B: Formalisierung: in klassischer Logik héherer Stufe (HOL)
Automatisierung: Theorembeweiser LEO-II und SataLLax
Konsistenz: Modellgenerierer NiTrox

C: Schrittweise Verifikation: interaktiver Beweisassistent Coa

D: Verifikation & Automatisierung: Beweisassistent IsABELLE
Konnten wir neue Einsichten gewinnen? Ja — Diskussion folgt!

C. Benzmliller, 2014

Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Formalisierung in HOL

QML ¢, == ... |-@loAyYleDy|Op|Op|Vxe|dxe | VP
HOL s,t u= Clx|Axs|st|—-s|sVt]|Vxt

C. Benzmiiller, 2014



Formalisierung in HOL
QML @, == ... |-@leAY|eDY|Op|Cp|Vxe|xe |YPe
HOL s,t u= Clx|Axs|st|—-s|sVt]|Vxt

QML in HOL:  Formeln ¢ werden abgebildet auf HOL Pré&dikate

AQ, 05,5

AQ oA o As, (s A Ps)
AQ oA, o AS (m s V Ps)
AQ oS Yu, (—rsu V gu)
A oAs, Ju, (rsu A pu) Ax
)\hy_,(L_)o)/\Slde hds
Ah‘u—>(L—>0)/\SLEId‘u hdS
AH(yH(HO))H(Ho)/\SLVd# Hds

S <w<oOous |
a

Ap o Vw pw

C. Benzmiiller, 2014



Formalisierung in HOL
QML @, ¢ == ... |=@leAY|leDdY|Op|O@|Vxe|Ixp |VPe
HOL s,t u= C|x|Axs|st|—s|sVt|Vxt

QML in HOL:  Formeln ¢ werden abgebildet auf HOL Pré&dikate

AQ, 05,5

AP oA oAS (@S A Ps)
AQ oA, o AS (m s V Ps)
AQ oS Yu, (—rsu V gu)
A oAs, Ju, (rsu A pu) Ax
Ahy_,(,_,g)/\Slde hds
)U/ZH_,(HO)/\S,de hds
AH(#%([HD))H([HO)/\SLde Hds

§ <w<oOuUs>
a

Ap o Vw pw

Gleichungen in Ax werden als Axiome an HOL Beweiser gereicht!

C. Benzmidiller, 2014 Kurt Godel's is auf dem Comp
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Formalisierung in HOL

Beispiel:
QML formula OAxG(x)

C. Benzmiiller, 2014



Formalisierung in HOL

Beispiel:

QML formula
QML formula in HOL

C. Benzmiiller, 2014

OAxG(x)
valid (03xG(x)),—o




Formalisierung in HOL

Beispiel:
QML formula OAxG(x)
QML formula in HOL valid (03xG(x)),—o

Anwendung Gleichung aus Ax Yw,(OIxG(X)),mo w

C. Benzmiiller, 2014



Formalisierung in HOL

Beispiel:
QML formula OAxG(x)
QML formula in HOL valid (03xG(x)),—o
Anwendung Gleichung aus Ax Yw,(OAxG(x)) o w

Anwendung Gleichung aus Ax Yw, Ju,(rwu A (AxG(x)),ou)

C. Benzmiiller, 2014



Formalisierung in HOL

Beispiel:
QML formula
QML formula in HOL
Anwendung Gleichung aus Ax
Anwendung Gleichung aus Ax
Anwendung Gleichung aus Ax

C. Benzmiiller, 2014 Kurt Godel's

OAxG(x)

valid (0AxG(x)),—o
Yw,(OAxG(x)),o w
Yw,du,(rwu A (AxG(x)),—ou)
Yw, du,(rwu A AxGxu)

is auf dem Comp 25



Formalisierung in HOL

Beispiel:
QML formula OAxG(x)
QML formula in HOL (OAxG(x)) -0
Anwendung Gleichung aus Ax Y, (OAxG(x)), o w
Anwendung Gleichung aus Ax Y, u,(rwu A (AxG(x)),ou)
Anwendung Gleichung aus Ax Yw, du,(rwu A AxGxu)

Was tun wir hier?

Um zu zeigen, dass ¢ ein Theorem ist in QML,
—> zeigen wir anstelle dessen, dass .-, abgeleitet werden kann
aus Ax in HOL.

Mdglich mit interaktiven oder automatischen HOL Beweisern.

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Formalisierung in HOL

Beispiel:
QML formula OAxG(x)
QML formula in HOL (OAxG(x)) -0
Anwendung Gleichung aus Ax Y, (OAxG(x)), o w
Anwendung Gleichung aus Ax Y, u,(rwu A (AxG(x)),ou)
Anwendung Gleichung aus Ax Yw, du,(rwu A AxGxu)

Was tun wir hier?

Um zu zeigen, dass ¢ ein Theorem ist in QML,
—> zeigen wir anstelle dessen, dass .-, abgeleitet werden kann
aus Ax in HOL.

Mdglich mit interaktiven oder automatischen HOL Beweisern.

Korrektheit und Volistandigkeit: (bzgl. Henkin Semantik)

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Automatische Theorembeweiser fiir HOL

TPS .. (Peter Andrews) ?
LEO-I/LEO-II (myself)

Isabelle (Nipkow/Paulson/Blanchette) —_
Satallax (Brown) —_
Nitpick (Blanchette) —_—
agsyHOL (Lindblatt) —

1080 1085 1090 1995 2000 2005 2010

e all accept TPTP THF Syntax [SutcliffeBenzmiiller, J.Form.Reas, 2009]

e can be called remotely via SystemOnTPTP at Miami
e they significantly gained in strength over the last years
e they can be bundled into a combined prover HOL-P

Exploit HOL with Henkin semantics as metalogic
Automate other logics (& combinations) via semantic embeddings
— HOL-P becomes a Universal Reasoner —

C. Benzmliller, 2014
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C. Benzmliller, 2014

Experimente und Resultate

Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Experimente

» Formale Kodierung (in HOL):

» Axiome der Modallogik und der Einbettung von QML in HOL
» Axiome, Definitionen und Theoreme in Gédel’'s Gottesbeweis

» Experimente mit automatischen Theorembeweisern:
» LEO-II, Satallax, Nitrox

» Interaktive Beweise mit Beweisassistenten:
» Isabelle and Coq

Alle Quellen sind online (jeder kann mitmachen!):

https://github.com/FormalTheology/GoedelGod/

Weitere Demo gerne nach dem Vortrag!

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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https://github.com/FormalTheology/GoedelGod/

Resultate (Scott’s Version von Gddel’s Gottesbeweis)

Gute Nachrichten
» Axiome and Definitionen sind konsistent (widerspruchsfrei)

» Beweis ist korrekt in Modallogik S5

» mit konstanten Individuendomanen
» mit variablen Individuendoménen

» schwéachere Modallogik KB ist bereits ausreichend

>-.-

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Resultate (Scott’s Version von Gddel’s Gottesbeweis)

Gute Nachrichten
» Axiome and Definitionen sind konsistent (widerspruchsfrei)

» Beweis ist korrekt in Modallogik S5

» mit konstanten Individuendomanen
» mit variablen Individuendoménen

schwéchere Modallogik KB ist bereits ausreichend

v

v

Jx.G(x) kann direkt bewiesen werden, ohne Umweg Uber
0dx.G(x)

Gleichheit nicht notwendig zum Beweis von Theorem T1
Einmalige Anwendung von A2 genligt zum Beweis von T1

v

v

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Resultate (Scott’s Version von Gddel’s Gottesbeweis)

Gute Nachrichten
» Axiome and Definitionen sind konsistent (widerspruchsfrei)

» Beweis ist korrekt in Modallogik S5

» mit konstanten Individuendomanen
» mit variablen Individuendoménen

schwéchere Modallogik KB ist bereits ausreichend

v

Jx.G(x) kann direkt bewiesen werden, ohne Umweg Uber
0dx.G(x)

Gleichheit nicht notwendig zum Beweis von Theorem T1
Einmalige Anwendung von A2 genligt zum Beweis von T1

v

v

v

Gott hat nur positive Eigenschaften:
Vx.G(x) D (Yp.=P(p) D —~p(x)).
Monotheismus: VaxVy.G(x) AG(y) Dx =y.

v

v
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Resultate (Scott’s Version von Gddel’s Gottesbeweis)

Schlechte Nachricht
» Godel’s Axiome und Definitionen implizieren den modalen
Kollaps: Y¢.(¢ D O¢)

Fundamentale Kritik gegen Gddel's Gottesbeweis.
Alles was der Fall ist, ist notwendigerweise der Fall.

Es gibt keine kontingenten “Wahrheiten”.
Alles ist determiniert.
Es gibt keinen freien Willen.

Auswege wurden vorgeschlagen von: Anderson, Fitting, Hajek,

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer 30



Resultate (Gédel’s Originalversion des Gottesbeweises)

Sehr schlechte Nachricht

» Die Axiome und Definitionen in Gédel’s Originalscriptum (ohne
Konjunkt ¢(x) in der Definition von Essenz), sind inkonsistent.

¢ ess. x = d(x) AVP(Y(x) D aVy(o(y) D ¥(y)))

(Eine Eigenschaft ist Essenz einer Entitat, falls sie der Entitat
zukommt und notwendigerweise alle Eigenschaften der Entitat
impliziert.)

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer 31



Zusammenfassung
Unsere Beitrage:

» Infrastruktur fir das Beweisen in hdherstufigen Modallogiken
Verifikation von Gddel’'s Gottesbeweis mit HOL Beweisern

» Experimente mit variierenden Logikparametern
Neue Resultate und Einsichten (durch HOL Beweiser)
Richtung: Computer-assistierten Theoretischen Philosophie

» vgl. Ed Zalta’'s Computational Metaphysics Projekt (Stanford)
» vgl. John Rushby’s kirzliche Verification von Anselm’s Beweis
» Leibniz’ dictum — Calculemus!

Verbindung zwischen Informatik/KI, Philosophie and Theologie

v

v

v

v
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Zusammenfassung
Unsere Beitrage:

» Infrastruktur fir das Beweisen in hdherstufigen Modallogiken
Verifikation von Gddel’'s Gottesbeweis mit HOL Beweisern

» Experimente mit variierenden Logikparametern
Neue Resultate und Einsichten (durch HOL Beweiser)
Richtung: Computer-assistierten Theoretischen Philosophie

» vgl. Ed Zalta’'s Computational Metaphysics Projekt (Stanford)
» vgl. John Rushby’s kirzliche Verification von Anselm’s Beweis
» Leibniz’ dictum — Calculemus!

Verbindung zwischen Informatik/KI, Philosophie and Theologie

v

v

v

v

Laufende und weitere Arbeiten

» Formalisierung der (relevanten) Literatur
» ...insbesondere Kritik und Verbesserungsvorschlage

» Eigene neue Beitrdge — unterstiitzt durch Theorembeweiser?

C. Benzmliller, 2014 Kurt Godel's Gottesbeweis auf dem Computer
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Ja, es gibt Kontakt zu Philosophen und Theologen ...

HANDBOOK OF THE
WORLD CONGRESS ON
THE SQUARE OF OPPOSITION IV

Edited by
Jean-Yves Béziau
Katarzyna Gan-Krzywoszyriska

Pontifical Lateran University, Vatican
May 5-9, 2014
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So kann man es natiirlich auch sehen ...

I’'m sure that God would be impressed with your proof, if only he existed :-)

Larry

Die Philosophen kénnen so schéon staunen.

Sie packen Dinge in Begriffe (gucken dabei in die Luft) werfen die
Begriffe dann in ihre Philosophiekiste, schitteln ganz dolle, und
freuen sich, dass ganz genau rauskommt, was sie vorher reingetan
haben. Und das geht sogar, wenn eine Maschine die Kiste schiittelt.

Unerstaunt
2017cp

60. Suchlauf

souverdnsatt 09.09.2013
man kann auch auf andere Weise in diesem Zusammenhang methodisch vorgehen:
bei einer langeren Autofahrt das Radio auf automatischen Suchlauf stellen. Nach zwei
Tagen sieht man Gott

...mehr davon im Internet . ..

C. Benzmiiller, 2014



